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Uber symmetrische Functionen, welche zur Darstellung
gewisser physikalischer Verhiltnisse krystallisivier Kirper

dienen kinnen.

Yon Dr. J. Grailich.

(Vorgelegt iu der Sitzung vomn 9. December 1858.)

1. Bei Gelegenheit einer Untersuchung iiber die Elasticitits-
verhiltnisse tesseraler Krystalle wurde ich veranlasst einen Ausdruck
fiir die Grosse der Cohision als Function der Richtung der Zugkraft
aufzusuchen. Man kann allerdings annehmen, dass im ersten Moment
der Verschiebung eines Moleciiles des tesseral krystallisirten Systems
ein gleicher Widerstand auftritt, die Verschiebung mag nach welcher
Riclitung hnmer veranlasst werden, so wieaber die Verschiebung einen
gewissen selr kleinen Betrag, der immer noch zwischen die Grenzen
der vollkommenen Elasticitit fallen kann, iiberschreitet, werden die
geweckten inneren Widerstinde von der Richtung des Impulses ab-
hiingig werden miissen. Denn die Cohision hort auf zu bestehen,
sobald der Ausdruck der Distanz zweier Molecile eine messhare
Grisse erlangt, wodurch der Werth der Anziehungsfunction gleich
Null wird t); die Cohision ist aber, wie es die Spaltharkeit tesseraler
Krystalle beweist, nicht nach allen Richtungen hin gleich gross: es

1) Dies folgt aus der bekannten Definition der Molecularkrifte. Es scheint aber, dass
die Kraft, mit der die ponderablen Moleciile auf einander wirken, durch eine Reihe

'A . - . .
vou der Form § _~ ausgedriickt werden muss, in welcher auch die A, fiir niedrige
rn

Werthe von n von der Nulle verschieden bleiben. Es ist schon oft angefiihrt worden.
dass das Glied der zweiten Orduung wegen der allgemeinen Schwere nicht fehlen
kann. Weitere. nnabweishare Griinde, scheinen in folgenden hekannten Thatsacheu
zu liegen.

1. Krystalle zeigen sehr hiiufig eine ringsnm regelmissig ausgebildete Form,
indem an analogen Ecken und Kanten dieselben Facetten, oft in ganz gleicher Ent-
wickelung, auftreten. Molecularkrifte, welche nur auf unmerkbare Distanzen hin
wirksam sind, kinnen diese Gleichheit der Verhdltnisse nicht bedingen. Alle bishe-
rigen Erklirungsversuche umgehen diese Frage, statt ihre Lisung zu versuchen.
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muss daher die Anordnung und Beschafienheit der Moleciile eine sol-
che sein, dass fiir eine und dieselbe Verschichung nach versehie-
denen Riehtungen verschiedene Krifte erforderlich werden,

Denken wir uns eine Kugel aus Flussspath. Wird sie in passen-
der Weise aufgehiingt und werden Gewichle angebracht bis sie zer-
reisst, so wird die Grisse des Gewichtes, das zum Zerreissen noth-
wendig ist, wesentlich durch die Richtung bedingt, nach welcher der
Augriff geschieht. Gewiss aber wird ein gleiches Gewicht nothwendig
sein fiir jede krystallographisch gleichwerthige Richtung und es
werden die kleinsten Gewichte in der Richtung der Normalen der
Oktaéderflichen, die grissten in der Richtung der Normalen der
Hexaéderflichen gefordert werden. Da man stetig von einer Richtung
zur andern iibergehen kann, und jeder eine bestimmte Cohiision ent-
sprieht, so wird es moglich werden die Cohésionsverhiltnisse durch
eine kruomme Fliche darzustellen, deven Radien den in die Richtung
dieser Radien entfallenden, zum Zerreissen erforderlichen Gewichten
proportional gesetzt werdeu konnen. Es hingt dabei blos von der
Grosse dieser Radien ab ob in bestiumten Richtungen iiberhaupt
noch ein Zerreissen moglich bleiben soll; denn es kann geschehen,
dass bei einer gewissen Grisse der Cohision nach einer bestimmten

2. Krystalle derselben Substanz zeigen oft eine verschiedene Ausbildung der
einzelnen Flichensysleme, wenun die Umstinde, unter welehen die Krystallisation von
sich ging , verschiedene sind, Es ist bekannl, in weleh’ abnormen Formen man
Salmiak erballen kaun: dass Koehsalz in Oklaédern , Alaun in Wirleln gezogen
werden kann, weun die Mutlerlauge Borsiiure oder Harnsiure enlhilt; dass die
Mineralien bestimmter Localitilen bestimmte Typen aufweisen. die an andern Fund-
orten nieht wieder vorkoninen. Wenu nuu die dusseren Uwmslinde, ohne die Sub-
stanz zu afficiren, den Habitus der Formenlwickeluug bedingen kinnen, so isl dies
bei der Einheit, welche die Ausbillung des lndividuams beherrseht, nur durch
ein Zusammenwirken von Kriilten denkbar, die anch wnoch fiiv endliche Distanzen
der Angriffspunkle einen angebbaren Werth behaupten.

3. Kryslalle von hichst complicirler innerer Structur: Quarz, Aragonil, Ce-
russit, Stroulianit, Alstonil, \Witherit, Strontiumplatincyaniir u. s. w. zeigen ein-
fache dussere Umrisse. Die Erscheinung bleibt villig unbegreiflich, so lange der
trkliirung nur die Moleculavkrifte nach der gewashniichen Definition zu Gebote slehen.

Molecularkriifte wurdeu bisher immer nur in jenen Aufgaben in Erwigung
gezogen, wo es sich wm dic inneren Widerslimde handelle, welche dureh die Ver-
schichung eines bestehenden Syslews geweckt werden; um aber dies System
herzustellen, mussten Krifle ins Gleichgewieh! getreten sein,
die von einer ganz andern Ordnung sein kénnen. Es scheint aber
dass die Unlersuchung in dieser Bichtung gegenwirtig noeh ganz unangreifbar ist,

nachdem das einfachste Problem der Statik der Elasticitil sich jeder Lisung entzieht.
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Richtung die Componenten derselben nach den Normalen der Spal-
tungsflichen grosser werden uls die Cohision in der Richtung dieser
Normalen. Daher kommt es z. B, dass Bleiglanz kaum anders als in
kubischen Bruchflichen zu zertheilen ist. Die Cohiisionstliche nihert
sich dann ohne Ende einer eckig-kantigen Forni.

Beim Flussspath wird die Cohiisionsfliche in den Normalpunkten
der Hexaéderflichen durch eine Kugel beriihrt werden, und zwar
wird diese Kugel die Cohisionsfliche vollkommen umhiilfen. Dagegen
wird ecine zweite Kugel, welche die Cohiisionsfliche in den Normal-
punkten der Oktaéderfiichen beriihirt, vollkommen von dieser Fliche
eingeschlossen sein.

Indem ich nach der Form ciner Gleichung suchte, welche
diesen und idhnlichen Bedingungen Geniige leistet, gelangte ich zu
Ausdriicken, welche eckige Korper darstellen.

Es haben Fouriér und Doppler sich mit der Losung dhnli-
cher Aufgaben beschiiftigt; ich glaube, dass die hier mitzutheilende
Methode wegen der einfachen Beziehungen, die sie zwischen cekigen
und gekriimmten Flachen herstellt und der Leichtigkeit und Allge-
meinheit, mit der sie hieher gehirige Aufguben zu losen erlaubt,
einige eigenthiimliche Vortheile darbietet.

2. Da die Gleichungen, welche die beschriebenen Verhiltnisse
darzustellen geeignet sein sollen, nothwendig homogen und beziiglich
der drei rechtwinkligen Coordinatenaxen (die wir uns parallel zu den
drei Oktaéderaxen gelegt denken) gleichlautend sein missen, so
wird die allgemeinste Form derselben folgende sein:

S)I?n E— A (:L.?Il _I_ y'.!n _l__ ,:‘.’n) + B ((13'2(“_[) (yg + ,:2)
+ 5200 (o + 29 + 20D (@ ) + ..

Im einfachsten Falle reducirt sich diese auf

7.2u = + yﬁn _I__ a2n

Setzen wir » = 1, so haben wir die Gleichung der Kugel;
setzen wir dagegen n = oo, so wird es die Gleichung des Wiir-
fels. der die Kugel in den Punkten

W=zt Il g = 0 2=20
o= 0Ny ="4 1 2= 0
T = 0y = 0 = + 1

beriihrt.

Sitzh, d. mathem.-nalnrw. CL. XXXIIL Bd. Ne. 29,

.
<
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Fiir jeden andern positiven und ganzen Werth von # stellt diese
Gleichung eine Fliche dar, die zwischen der Kugel und dem Wiirfel
enthalten ist, und mit beiden dic Beriihrungspunkte beider gemein-
schaftlich hat.

Dass | = (':—:)m—}— (‘%:)m-{— (:—i)m wirklich die Gleichung des

Wiirfels ist, ergibt sich einfach aus der Erwiigung, dass — gleich
,
ist + 1, also @ = 4 » fiir jeden Werth von y und z, der kleiner oder

gleich + » ist. Ebenso ist y = + » fiir jeden Werth von z und @,
der zwischen 4 » und — 7 entfillt; 2 = + 7 fiir jeden Werth
von @ und y zwischen -4 » und — .

Der Radius vector p ist ein Maximum fir + o = 4+ y= + 2 d.1.

2n

1 1
LY
p=1‘]/3"—‘=32( "y

folglich beim Wiirfel p = » ]/3; er schliesst hei allen zusammen-
gehorigen Flichen einen Winkel mit den 3 Coordinatenaxen ein,

. i " . .
dessen Cosinus s ist. Da dies die Neigung der Normalen der

Oktaéderflichen ist, so erfiillt offenbar gar keine Gleichung von
der Form 1) die beim Flussspath geforderten Bedingungen, denn
dic Maxima fallen bei ihnen in jene Richtungen, nach welchen die
Minima im Flussspath vorkommen. Wohl aher wird 1) die Cohiisions-
verhiltnisse des Bleiglanzes, des Steinsalzes, kurz aller Krystalle von
kubischer Spaltbarkeit reprisentiren.

3. So wie 1) fiir n = oo den Winrfel, so stellt

a\2n Y 2n 2\ 20
=)
fiir n = oo das Parvallclepiped dar. Denn es ist L. + | fir
a

jedes y zwischen 4 & und — &, und jedes z zwischen 4 ¢ und — ¢,
u. s. f. Da dies sowohl fiir ein orthogonales als auch fiir ein beliehig
geneigtes Axensystem gilt, so ist 2) die Gleichung eines jeden
Parallelepipeds; sind die Axen gleich geneigt und ist ¢ = b = ¢,
so ist es die Gleichung des Rhomboéders.

Da fiir 2 = 1 die Relation 2) ein Ellipsoid, bezogen auf dessen
conjugirte (recht- oder schiefwinklige) Axen darstellt, welches das
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Parallelepiped in den Mittelpunkten der Seiten berithrt, so liegen
simmtliche dureh 2) dargestellte krumme Flichen (vorausgesetst
dass » ganze positive Zahlen bleiben) zwischen dem Ellipsoid und
dem Parallelepiped. Mun iiberzeugt sich leicht, dass die Diagonalen
des Parallelepipeds die Richtungen der 8 Maxima der Radien veetoren
der Flichen bestimmen,

Ebenso zeigt die Discussion der Hauptsehnitte die Existenz von
grossten Radien vectoren der krummen Schnitte in der Richtung der
Diagonalen der Parallclogramme an.

Man kann dieselbe Betrachtungsweise auf die ibrigen Flichen
der 2. Ordnung ausdehnen und wird finden, dass den Hyperboloiden
eigenthiimlieh gebrochene von Ebenen begrenzte, unendliche Systeme
entspreclien. Die Fliche

a2 Y 2en 2 \2c0
() + () =)=
a b ¢
stellt die Combination eines rechtwinkeligen Prisma mit zwei gegen
cinander gewendeten abgestutzten Pyramiden dar; noch complicirter
wird die Form, welche dem Hyperboloid & deux nappes zugeordnet

ist, wie man sich leicht durch dic Discussion oder Construction der
Gleichung

iiberzengt.
4. Da ein Polyéder durch eine Ebene in einem Polygon ge-
schnitten wird, so wird

a\2n 2n n
B+ + () -
weosa+ycosB+zcosy=p

die Gleichung eines solchen Polygons sein, sobald # = oo ist.
Transformirt man die Coordinaten, indem man

' =—sina .x 4 cospP .y -+ cosy . %
Y= cosa’'.x+ cosP’. .y 4 cosy. =
z = cose .a 4 cosPB .yt cosy .z

setzt (d. i. indem man die Normale der Schuittebene als Axe der
Z' und die Yerbindungslinie des Fusspunktes der Normalen mit der

§6°
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Richtung der X als X" annimmt), so erhiilt man als Gleichung des
Schnittes

2l

(— a' sina + y' cos a'' + p cos a)?" + (.1" cos i+ y' cos 3" + p ecos ,3) 2n
- s

a
:!:!(.OSTI +yl(,0.§ﬁ;1/ +1)(,08r)2n

c

wozu noch die Bestimmungsgleichungen

cosa cosa’ 4 cosB cosf 4 cosqy cosy’ =0

— cos " sin o + cos B cos B+ cos g cosy = 0
—sina cosa + cos ' cos B + cosy cos g =0

cos B'* 4 cos ' = cos a?
cos &' -+ cos "2 + cosy'"2 = 1
treten, aus welchen die Werthe von «”, 57, 4", B', %' als Funetionen
s P > 7

von &, 3, y erhalten werden. Wird im Exponenten 2 = oo gesett,
so erhalten wir folgende Auflosungen:

—a'sina -y cosa’ 4 pcosa &' cosf + y cosP' + peosf
— i l —— ————— = —'_~ &
“ so lange b
ANEE 4 cos Y +y cosf" + peosy ,
=4¢
¢

unter ¢, ¢ jede beliebige positive Zahl, zwischen 0 und 1, vevstanden;

' cos B -y cosP' + peosf

a

— &' sina—+y cosa’ 4 peosa

+1 b L

- a
an
solange @' cosy' +y' cos B+ p cos

(4

Qs

K=

unter ¢, ¢’y jede beliebige positive Zahl, zwischen 0 und 1, verstanden;

' cos +y' cos B 4 peosy —a'sina -y cose'" 4 posa
== i 1 = i 52
@ «
so lange Orol0 1L o oren (00
a'cos B + y cosf" 4 peosf’ -
= &y

b
unter ¢, und ¢," dhnliche Grossen wie ¢, ¢, ¢, ¢/ verstanden.

Die erste Auflosung stellt zwei parallele Gerade dar, die bis
zum Durelschnitte mit den beiden anderen Parallelen reichen,
deren Gleichungen in der zweiten und dritten Auflosung enthalten
sind. Es geht daraus zunéchst hervor, dass ein Parallelepiped hich-

stens einen sechseckigen Sechnitt liefern kann; sollten von den
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Bedingungen, welehe jede Auflisung begleiten, mehrere unmiglich
werden, so wird sich die Seitenzahl auf 5, 4 oder 3 reduciren.

5. Als ein einfacheres Beispiel wiihle ich die Projection des
Schuittes auf die Ebene XY. Man erhilt aus 3)

T2 Y 2en p—ux—uvy 2 %
= 7 = =1 &
(a) - ([;) + ( we ) ( )
Man hat folgende Auflésungen:
a5 ¥y p—ua—:zoub ,
) P—— { solange == ¢ ,———=
) a + 'S b i we 0
X +ua—:e b
‘—=+] ” 3 i/‘==5,s'1')“——“'—=—3/
a b we !

wird ¢’ oder ¢/ fiir alle Werthe von ¢, oder ¢, zwischen 0 und 1
grosser als 1, so ist.im ersten Falle die erste, im zweiten die

zweite Auflosung unmoglich. Gibt die Ammhme% =41 eing’ < 1,

50 schneiden sich die Geraden v =a, y=b; gibt%= + 1eine < 1,

oY :
so schneiden sich die Geraden v = —a, y=0; glbt% = —1leing < 1.
. - o -~ .
soschneidensich die Geradenx=a,y=—-~b;glbt;/ =—1eineg <1,
so schueiden sich die Geraden ox=—a«, y=—0b;
y x p—ua zg—br ,
by .. .== 41 solange —=¢y,—————=+¢
) b + J a ¢ we =
2‘2_1 ) » _=€/(’}:‘_"{t—a_sl+bv=i€,
b a we i

es lisst sich hier genau dasselbe bemerken, wie bei den zwei vori-
gen Auflosungen;

p—ux—ury a7 y ,
C) P = 1 solange —= ¢ S=g,
) we i g a . b
p—ux—ry a ¥y
—_=—1 ” » — =8, o=,
we a b

Das heisst, es werden die Geraden ww-vy= Fwc+p so lange Be-
standstiicke des Perimeters liefern, als ihnen durch solche Werthe
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von @ und y Geniige geleistet werden kuaun, die zwischen @ = - «
und & = — «, und zwischen y = -} b und y = — 6 enthaltensind.
Es kann sein, dass dies entweder fiic beide oder auch nur fir eine
Auflosung unmiglich wird; im letzten Falle hort das dritte Glied der
Gleichung 4) auf eine geometrisehe Bedeutung zu haben.

Man kann nun beziglich der ersten 4 Auflosungen sagen, dass

& = -+ «unmiglieh ist, so lange (p — ue — ¢ ¢b)? > w2e?

r=—u T s on ow (p At ue — ceb)® > wied
y=+10 " » o» on (p— b — cua)® > w*
y=—0= - w o» o (P rd — cua)r > wer

ist. . Wird (p — ue & cvb)2 = w2¢* fiir cinen gewissen Werth
von ¢, withreud es fiir alle iibrigen > 2w2e? bleibt, so wird das Poly-
gon in dem Punkte @ = «, y = + b von der Geraden v = «
beriihrt. Ahnliches gilt an allen ibrigen Auflisungen.

. A . S
Nehmen wir an, es sei « =3, b =2, ¢ =1; v = ——,
V30
4 ) 5
v = S = =0 = 0, d. i. die schneidende Ebene gehe
30 vio© P ¢ 2
dureh den Mittelpunkt des Parallelepipeds. Dann ist
3.3 —:z.8\% __ . |
.v=3solangc( 5 )<1,d.1.v0ns=-§b|se=__l
alsovony = — 1 hisy = — 2,
3.3 —8.e\%__ . 1.
r=—3 s0 ]unge(——s———) <1, divone = B bis e = 1
also von y = 4 1 bis y = 4 2,
—2 .49 .2 . 1 .
y = 2 so lange (—) <1,d i.vone =_bise = — 1
5 3
also von @ = — 1 bisw = — 3,
2 .4—9 2 _ . 1 .
y = — 2 so lange (—— B ,,f) =1,d.i vong— e his e = 1
also von @ = 1 bis @ = 3,
3o+ 4y =—25 solange a2 <9, y2 < 4 ist, d. i. von @ = |
bis 2 = — 3,
bo+4y=+5solange a2 <9, y2 < 4ist, d.i. vonw = — |

bis & = 3.
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Das Seeliseck Fig. 1 wird somit durch die Gleichung

T\ 2% Y\ Ja — 42~
G +E +E)

dargestellt.
Setzen wir dagegen
ISP e — b bl
Ve " Ty T v P v
s0 ist
2(1 == . 2
2 = 3 so lange (*( 5—-*——5))2<1, d.i.vone = — 1 bise = 4+ 1,
also vony = — 2 bisy = 4 2,

— — 30 lange (A2 2) =1, divone — ——bise = + 1
& = — 9 so lange (——5——) o e 1Ise =41,
also von y = — 1 bisy = 4 2,

I 4 3¢&2 . 2
y=250|ange(—2 ) =Z1,divone =41 bise=—1,
also von 2 = + 1 bis e = — 1,

3(—eh2= . 2 .
y = — 2 so lange (—(— 56)) < 1,d.i. von e=————§blsa=+l,
alsovon oy = — 2 bisa = -} 3,

@ 4+ y = 6 so lange ()2 < 9, (¥)* < 4; aber das ist offenbar
unmiglich, denn die kleinsten Werthe, deren @ und y fibig sind,
sind x = y = 3; fir jedes kleinere @ wird y noch grésser, also
unmiglich; fiir jedes kleinere y wird @ > 3, wird also unmaglich.
& + y = — 4 ist moglieh von & = — 2 bhisx = — 3.

Die Gleichung /

B () (-

stellt somit das nebenstehende Fiinfeck dar.

6. Es fillt in die Augen, dass die Gleichung des Polygons dadurch
entsteht, dass man die Gleichungen der einzelnen Linien, die Bestaud-
stiicke des Perimeters licfern, auf die Form f (@, y) =ax 4 by =1
bringt, und hievauf die einzelnen f' (@, y) zur Potenz 200 erhebt
und addivt. Dies wird noeh deutlicher durch folgende zwei Beispicle
werden.
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Setzt man w = v = p = U, so wird 4)

a0y 200 ” 2o
() ()=
a h
dies ist aber offenbar die Gleichung des Parallelogramms.
Transformirt man die Coordinaten, indem man denselben Mittel-

punkt beibehilt, aber ein schiefwinkliges System einfiihrt, das den
Diagonalen des Parallelogramms entspricht, so erhalt man

o s
«® - b2 Va® + 0

Es ist aber @ 4+ y = + l/a‘l -+ &2 die Gleichung der der
fritheren Axe b parallelen, v — y = + ¥ @* 4 0* die Gleichung der
der friheren Axe & parallelen Seiten.

Geht man von schiefwinkligen Coordinatenaxen aus, so dass die
Axen X Y einen Winkel von 60° einsehliessen, so wird

' 4 e 4 (v A oy =1

die Projection des Durchschnittes der Ebene

vy =

mit dem gleichseitigen schiefwinkligen Parallelepiped

R P gy |

sein. Transformirt man dann die Coordinaten so. dass die Axe der X
den Winkel von 60°, die Axe der Y’ den Winkel von 120¢ halbiren,
so wird _

= (@ 4+ y) cos 300 ¥y = (y — @) sin 300

folglich

1 ( iF + Y | ( o ' )
€= — — y=—|— - —
2 \cos 30 sin 30) Yy 2 \cos 30 sin 30

Dies gibt in die Gleichung der Projection substituirt

9

x U I y ]"" I L l"m— 1
[Zcos300 + 2 sin 300J + 2 cos 300 2 sin 300 + cos 300 —

Man sielit auf den ersten Blick, dass

l( . = + 1, ( ’ 4 +1, > + 1
2 \cos 30 sin 30) =1y 00830_Si7l30)_— 5%——
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die Gleichungen der Geraden sind die ein regulires Sechseck bilden,
und zwar bezogen auf den Radius des umschriebenen Kreises als
Lineareinheit.

Dies fithrt nun zu folgender Methode, die Gleichung eines
belichigen reguliaren 2n Eeks aufzustellen.

7. Es sei 2n die Auzall der Polygonseiten; der Bogen den eine

. ~ N y . 8 5 T

Seite als Sehne vom umseliriehenen Kreise abschneidet ist » — |
"

folglieh die Entfernung der Seite vom Kreismittelpunkt = » cos — .

n
Die Gleichungen der einzelnen Polygonseiten sind nun

g
X =1 0S8 —
2

4 : 7
& o8 — -+ y sin— = r cos —
T ¢ n 2n

2z + . 2r T

&£ CoS — Y Sih — = 1" COS —
n Y n 2L

ke . kr Fis

X cos — 4 y sin— = r cos —
n n 2n

und die Gleichung des Polygons wird

T .
a4 (z cos — | y sin
]

L

I

)2m+ (J} cos2 —+ ysin2 %)%—l—

n

- (.v cos ik -+ ¥y sin w)2m= (r cos i)zw

n 12

T
n

oder kurz

R—1)n . (k—1)m\ 2
=gy £ cos(—,—) T Yy sin # =

g n
Sk =1 & ]
= rcos o~
\ <n

Die Gleichung des Quadrats ist somit

@€ . 200 _y )300_ 1
(r cos 450) + (r c0s 459

die des Sechsecks:

i 200 & o8 60 4 y sin 6052 — 208 600 4~ 5500 60y 200
e ) s M ol
reos 30 r cos 30

r cos 30
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. s. £ Man witrde endlich auf diesem Wege fortfahrend zur Gleichung
des Kreises

R\ . (k—=Dm\ 2
k== [x cos ¢ = U + y sin { " 2T\ P
lim S _, B &
n=o0 k= ' o
r Ccos n
gelangen,

Fir die Seitenzabl (22 + 1) wird eine kleine Verinderung
nothwendig. Denn hat man zwei Parallele

ur vy = p
wr + vy =’

s0 kann p’ so gewillt werden, dass es eine unmigliche Lisung gibt.
Man erhilt dies dadurch, dass p =7y — 7 und p' =7, + =,
gesetzt wird. Dann wird

ux + vy — m 1 ux + vy — m
—————————e— T —— ’ ————
) 2

folglich (w:_-i)e = 1.

T2

= |

Bei einem unregelmissigen Polygon wird die Gleichung die
Form
x4 vy + a\* e + VoY + g\ 2%? w4+ v,y + @\
(trtay (st iy ey

o Pz Pa

annehmen.

8. Setzt man allgemein ¢, fiir die Function ¢, (2y), so wird in
der Gleichung

e o e o it BRI o

das Glied ¢, einen Theil des Perimeters einer eckigen (aus gerad-
oder krummlinigen Elementen zusammengesctzten) Linie darstellen,
wenn die Gleichung

@, = £ &

dureli solehe Werthe von 2 und y erfiillt wird, welehe in jede andere
der Funetionen ¢ substituirt, diese kleiner oder gleich 1 machen.
Denn so lange o << 1 ist, wird 9= = 0; ist aber 9 = 4 1, so ist,
wenn # solche Glieder vorhanden sind,
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Es ist klar, dass ¢ nicht blos cine gerade Linie bedeuten muss.
Denn auch die Gleichung

a4 gty | catye
=)+ =t
r2 @
gibt eine mogliche Losung so lange ¢ << » ist; es stellt dies cine
aus zwei Kreisbogen und zwei Geraden zusammengesetzte gebro-
chene Liniedar, welche nach den Coordinatenrichtungen symmetrisch
ist, indem sie auch in der Form

(E "+ ()"

r a

geschrieben werden kann.

Man kann daher nach der in diesem Paragraph angegebenen
Methode eben so gut krumm- als geradlinige Polygone darstellen;
dabei kann das Polygon eine geschlossene oder offene Form haben,
je nachdem der Exponent 200 oder oo ist.

Fiihrt man Polarcoordinaten ein, so reducirt sich die Aufgabe
auf die Ermittlung des Minimum der Radien vectoren fiir jede gege-
bene Richtung und die Curve, welche durch die betreffende Gleichung
dargestellt wird, ist der geometrische Ort der Endpunkte dieser
kleinsten Radien vectoren.

9. Aus dem bisherigen folgt, dass die Curve

o o el SRR A
sich immer enger an das Polygon
et tem+ . pr =1

anschliesst, je hioher der Exponent 2 wird. Diess gibt ein Kenn-
zeichen durch welches die Hauptform einer Curve aus den Coéffi-
cienten ihrer Gleichung ermittelt werden kann. Es sei

Autv"'"—|-A,$2"“" y+A2m2n—2 y2+ J—— +A2"_](L‘ y‘zn—-l_i_Azuy‘.’n___l

Ist es nun moglich die Coéfficienten folgendermassen zu zer-
legen, dass
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Ay=w 4 4. "
A =(2")"a"”"’"b o R T I +(1i“"’bk]
4, —(’“)[rt"“— ik i el HE SR +a" “"bz]

A,,,_' ) ,"‘il)[”n b‘.’u—l +(l. /}2"_’ +5 L _|__{lkbin—l]
Ay =02 b

so wird die Gleichung 5) in die Form
(@ +by)" + (e + b yy" +. .+ (@4 by)y" =1

zubringen sein, welehe fiir 2 = oo ein 24 Eck darstellt. Die Curve 7)
wird daber in der Hauptform mit einem 2% Eek iibereinstimmen, in
welehes ein Kreis sich einschreiben lisst. Was fiir das 2% Eck gilt,
lisst sich aueh fiir ein Polygon von ungerader Seitenzahl oder fiir
Curven, die aus hyperbolischen Asten bestehen, darthun. Es ist aber
nieht die Absicht der gegenwirtigen Note auf diesen Gegenstand
niaher einzugehen.

Wird auch die Discussion einer gegebenen Gleichung unter dem
hier angegebenen Gesichtspunkt viele Sehwierigkeiten darbieten, so
wird es um so leichter einen algebraisehen Ausdruck anzugeben, der
eine Curve reprisentirt, die sich beliebig nahe an ein regulires oder
symmetrisches 2% Eck anschliesst. '

Man braucht nur in der Gleichung des 24 Eeks statt des Expo-
nenten oo eine endliche positive ganze Zahl zu setzen, und erhilt
die verlangte Gleiehung.

So wird das Quadrat die Grenze aller Formen angeben, die
durch die Gleichung

)+ =

dargestetlt werden. Die Diagonalrichtung des Quadrates ist durch die
Gleichung @ + y = 0 gegeben; diese Linic geht zugleieh durch die
Punkte grosster Kritmmung dieser Curven, denn fithrt man ein Polar-
Coordinatensystem ein, so findet sich der grosste Radius vector fiir
den Winkel von 45°¢ mit der als Polaraxe gewiihlten Axe 4, X. Nun ist

1

1\
== ’“())m
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folglich g2 = 2 a* und es wird fir das in den Kreis von Radius 1
eingeschriebene Quadrat, wenn

w =1l p = 07071
n=2 p = 0-8089
n =3 p = 08909
n =4 p = 09170
mo= & s = 09330
n = 00 p=1

Wollte man dasselbe Verfahren anwendeu, um die Gleichung
des Dreiecks zu erhalten, so wiirde sich unmittelbar keine passende
Losung zeigen. Denn die Gleichung

i i 4 fir =1

stellt fiir endliche Werthe von 7, wenn 2 gerade ist, eine symmetrisch
sechseckige Curve, wenn aber n ungerade ist, ein System von drei
hyperbalischen Curven dar, deren Scheitel an Kriimmung mehr und
mehr abnehmen. Dasselbe wiirde man fiir eine beliebige Anzahl von
Gliedern der Gleichung finden.

Man kann aber immer auch eine Gleichung fiir das Dreieck,
Fiinfeck u.s. f. angeben, sobald man nach §.7den Coordinatenmittel-
punkt fiir jede einzelne Seite in der Art transformirt, dass vou den
zwei durch eine gerade Potenz gelieferten Geraden nur die eine eine
migliche Losung darbietet. So ist z. B.

w?n + y?n + (l i y)2u = 1

die Gleichung einesrechtwinkligen Dreiecks, sobald 2 = oo wirdund
einer Curve, die sich ohne Ende der Form des rechtwinkligen Dreiecks
nihert, wenn »# ohne Ende wiichst.

10. Es wird nunmehr nicht schwer, das von Polygonen ausge-
sagte auch auf Polyéder anzuwenden. Denn es stellt offenbur

9o (@y2)** + o1 (@y2)*= + 92 (0y2)*> + ...+ 9k (vyz)*> =1

einen von Flichen beliebiger Ordnung ganz oder theilweise wnsehlos-
senen Raum dar, dessen Begrenzung der Bedingung Geniige leistet,
dass der Radius veetor an jedem Punkte derselben der kleinstmogliche
ist. Die Auflosung

vo (ryx) =+ 1
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fordertdassalleandern ¢ firdie dieser Auflisung entsprechenden Coor-
dinaten kleiner oder gleich 4+ 1 werden. Werden mehrere ¢ fiir gleiche
Coordinaten = + 1, so lmben wir einen Eckpunkt; werden nur zwei
¢ fiir dieselben Coordinaten — 4 1, so erhalten wir eine Kante.
Soll z. B. die Gleichung derjenigen Oberfliche angegehen
werden, welehe den sechs Kugeln gemeinsamen IRRaum numsehliesst,
deren Radien siimmtlich gleieh » und deren Mittelpunkte symmetriseh
um einen Punkt im Raume angeordnet sind, so hat man
(@ a)? +y2 4 22 (x—a)? +y? 4=*
e TN

DESESSS =

_ ettt s

r2

u. s. f., folglich die gesnchte Gleichung

[V(”"T‘ )yt 2”]2”’ + IWJ%" +
2 ) .
[VWJ + [WJ +

B [z e o 7y e oy

Setzt man auch hier » nicht oo, sondern 2, 3, 4. . . . so niahert
man sich der verlangten Forin ohne Ende, durch eine Anzahl krum-
mer Flichen.

Man kann nach dieser Methode leicht die Gleichung einer
jeden Krystallform angeben, diese mag einfach oder combinirt sein.

Es seien fi = 1, f; =1 ... fx = 1 dic Gleichungen der ein-
zelnen Krystallfiichen und zwar in dhnlicher Entfernung vom Coordi-
natenmittelpunkte, wie es der Beobachtung entspricht, so ist

e N R o

die Gleichuny der Combination und zwar in beliebiger Yerziehung.
Soll z. B. die Combination des Oktaéders mit dein Dodekasder und
Hexaéder angegeben werden, bei vorherrschenden Oktaéderflichen,
so wird, da

0= (218 " (b= iy (e

a a a «a

die Gleichnng des Oktaéders von der Axenlinge a,
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- e AR ) Sy

+ (: ; .’l')-"": 1

die Gleichung des Dodckaéders von der Axenlinge & und

a2 200 Y 200 2\ 2
= (= Lo Y —
v=(C) () + ()
die Gleichung des Hexaéders von der Axenlinge ¢ ist, die Gleichung
der verlangten Combination

O+ X+ W=1

sein. Von der relativen Linge von @, 0, ¢ hiingt dies Vorherrschen
der einen oder andern Form ab; natiirlich muss unter allen Umstiu-
den ¢ << b < a sein.

Diese Darstellung gilt fiir alle Systeme. Man sieht, dass es
nicht sehwer fallen kann den Schnitt einer beliebigen Ebene mit einer
beliebigen Krystallcombination durch Rechnung zu bestimmen.

11. Es ist nun auch die im ersten Paragraph erwihnte Aufgabe
zu losen. Da im Flussspath die Cohisionsverhiltnisse die Symmetrie
des Oktaéders aufweisen, so wird die Cohisionsfliche von der Form

(@+y+2)"F (—o+y+0) " (e—y )+ (—a—y+2) =1

sein. Setzen wir n = 2, so gibt dies als erste Approximation
1
@4yt 2 6 (e 2t et = o

Die Spaltbarkeit des Flussspathes ist so ausgezeichnet, dass
gewiss ein hoherer Werth von 2 der Wahrheit mehr entsprechen
wird; dagegen ist zu erwarten, dass die Cohisionsverhiltnisse des
Alauns mit ziemlicher Genauigkeit durch diese Gleichung dargestellt
werden.

Granat und Blende lassen sich nach den Flichen des Dodekaé-
ders spaiten. Die Cohisionsfliche ist daher von der Form

@+ + @@=+ G+ + G—2"+ G+
+E—a) =1

was als erste Approximation
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i
eyt A Syt A e o ) =

gibt. Da sich die heiden Gleichungen fiir oktaédrisch- und dodekaé-
drisch spalthare Krystalle nor dureh die Constanten unterscheiden,
so ist es wohl nothwendig zu hoheren Zahlen fiivr 2 anfzusteigen,
sobald es sich um eine schiirfere Unterscheidung handelt.

Es ist leicht diese Betrachtungsweise auf alle iibrigen Systeme
anszudehnen.

Diese Gleichungen geben nun auch ein Mittel an die Hand die
Formen von Differentialgleichungen hoherer Ordnung zu errathen,
welche zur Darstellung der Bewegungserscheinungen dienen kdnnen,
in welchen die Verschiebungen nicht mehe unendlich klein gesetzt
werden.

12. Nach bekannten Beobachtungen (s. meine Bearbeitung der
Miller'schen Krystallographie, S. 226) steht die Hirte in einem
einfachen reciproken Verhiltnisse zur Spaltbarkeit. Die weichsten
Flachen sind die Spaltungsflichen und die Hirte nimmt zu mit der
Neigung der Flichen gegen die Spaltungsrichtungen.

Es scheint darum, dass die Cohéasionsflichen unmittelbar dazu
dienen konnen, die Hiirtegrade der verschiedenen Flichen eines und
desselben Krystalles anzugeben. Es sind zwar vom Kalkspath bereits
ziemlich viele Bestimmungen bekannt; ieh bereite aber eine neue
umfassendere Untersuchung einer Kalkspathkugel vor. Die Sehwie-
rigkeit eine solche in den passenden Dimensionen zu erhalten, nud
ihr den nothigen Sehliff zu verleihen, liat bisher die Arbeit verzogert.
Jedenfalls aber wird es leichter sein die Cohiisionsverhiltnisse auf
diesem indirecten Wege zu entwickeln, als auf directem durch die
Anwendung von Gewichten.

Die Thatsache, dass Krystalle auf derselben Fliche verschiedene
Hirten zeigen, je nachdem sie nach verschiedenen Richtungen geritat
werden, ist durch die Cohiisionsfliche deutlich angezeigt. Denn wenn
die ritzende Spitze von hirteren zu weicheren Flichen, d. i. von
kleineren zn grosseren Radien vectoren der Cohisionsfliche fort-
schreitet, muss die beobachtete Hirte nothwendig einc andere sein,
als wenn die Spitze den umgekehrten Weg geht.

Es ist bisher weder die Anziehung eckiger Korper, noch
auch die YVertheilung der Elektricitit anf Wiirfeln, Pyramiden u. dgl.
Flichen mit Genauigkeit zu berechnen gewesen. Zwar sollte die
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Elektricitit auf einem Wiirfel aus vollkommen leitendem Materiale
iiberhaupt nicht bestchen kinnen, sondern in unmessbar kurzer Zeit
durch diec Kanten und Ecken entweichen. Dass sic trotzdem beob-
achtet wird zeigt, dass iiberhaupt keine absoluten Kanten und Ecken
herzustellen sind. Es ist zu erwarten, dass die Form der Gleichung,
welche es erlaubt krumme Flichen anzugeben, die sich bis zu jedemn
beliebigen Grade eckigen Kirpern niéhern, zur Losung dieser Auf-
gabe sich niitzlich erweisen wird.
13. Die Funection

[sin @q 4+ D Z|”

ist Null fiir alle gebrochenen, dagegen gleich 1 fir alle ganzen.
positiven oder negativen, Werthe von ¢. Es wird somit

4 . ap [sin Ep+1) —:]m
fir E— e R S A
den Werth = 2 @ + 2a da .

H i

erlangen. Die Gleichung stellt ein System von Ebenen dar, die zur
Coordinatenebene Y Z parallel sind und nach gleichen Intervallen a
auf einander folgen. Ebenso werden die Gleichungen

. w20
n = bp IAsm @p+1) E]
. 2en
— in (2 il
¢ =cp [sm @p+ 1) 2]
Systeme von Ebenen darstellen, die parallel zur Coordinatenebene X Z
und XY in gleichen Intervallen b und ¢ auf einander folgen.

Es sei nun Q eine beliebige Function der Coordinaten @, y. x.
Nehmen wir an es werde Q auf cin anderes Coordinatensystem
bezogen, das mit dem urspriinglichen parallel bleibt, dessen Ursprung
aber um die Grissen &, v, ¢ verschoben werde. Es wird dann

) = 1 (@
Sind &, », ¢ nicht beliebige Grossen, sondern wird von ihnen
gefordert, dass sie die Gleichungen

g 9 ¢ — 1

£~3/—Y},Z'—C)-

ap |_s1'n @p+1) %]%g bp [sin @p+1) —f}]zm e [s[n @p+1) —;——'2"’
Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. XXXIIL. Bd. Nr. 29. A7
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erfiillen, so ist @ nicht mehr eine einzelne Fliche, sondern ein
System von Flichen, deren analoge Punkte im Raume nach gleichen
Intervallen a, b, ¢ nach den drei Coordinatenrichtungen auf einander
folgen. So wird '

[ a—-ap [sin 2p + 1):— I;? y—Dbp Iisin 2p + D= l2°2°
(rrlegesvili, pmvlegeoth
a l b o ,
e—ep [sin (2p + DS
+( 1;_uzvi_ 2|)2=1]
p=p

ein System von gleichen und #hnlichen Ellipsoiden darstellen, deren
Mittelpunkte nach der Richtung der X um a, nach der Richtung der
Y um b, nach der Richtung der Z um ¢ von einander abstehen. Ist
a=2a, b=20, ¢ = 2e¢, so wird jedes Ellipsoid an den Endpunkten
der Axen von benachbarten Ellipsoiden tangirt. Ist « =6 = ¢ =1,
a=D0 = ¢, so erhalten wir ein System von Kugeln vom Halbmesser 7,
deren Mittelpunkte nach den Coordinatenrichtungen in den Abstinden
a auf einander folgen; ist » = 0, so reducirt sich die Gleichung auf
cin System von Punkten.

Wiirde der Exponent der einzelnen Glieder nicht gleich 2,
sondern gleich 22 gesetzt, so erhielte man ein System von Flichen,
deren Hauptform zwischen dem Ellipsoid und Parallelepiped enthalten
ist. Fiir 2 = oo wird es ein System an Parallelepipeden.

Da die a, b, ¢ selbst Functionen des Raumes und der Zeit sein
konnen, so ist es moglich in dieser Weise ein System darzustellen,
dessen Elemente nach einem beliebigen Gesetze im Raume vertheilt
sein konnen. Wire z. B. Q fir £ = v = ¢ = 0 die Gestalt eines
Moleciils, so wiirde Q als Function von &, %, ¢ mit variablen a, b,
¢ ein System darstellen wie die elastischen ungleichartig gedehnten
Korper u. dgl.

Die Unabhiingigkeit der Zonen und des Krystallsystems von der
Temperatur, so wie die Spaltbarkeit deuten darauf hin, dass in
Krystallen die Anordnung der Massenmittelpunkie der Molecile eine
solehe ist, dass sie gendthigt sind immerfort in einer der (wirklichen
oder miglichen) Krystalichenen zu bleiben. Man erhilt dadurch
Bestimmungsgleichungen zur Auswerthung der a, b, ¢ als Functionen
der Krystallconstanten bei irgend einer Ausgangstemperatur, der
Wiirmeeapacitit und der Temperaturen.




